Whioskowanie bayesowskie

W podejsciu klasycznym wnioskowanie statystyczne oparte jest wytacznie na podstawie
pobranej proby losowej. Mozemy np. estymowaé punktowo lub przedzialowo nieznane
parametry rozktadow, weryfikowac hipotezy dotyczace rozktadow badanych cech, bada¢ rézne
zalezno$ci pomiedzy badanymi cechami i wyznaczac rozne zwigzKi migdzy nimi. Na podstawie
proby losowej wnioskujemy na temat catej badanej populaciji.

Oprécz podejscia klasycznego istnieje tzw. podejscie bayesowskie, ktore pozwala
analitykowi korzysta¢ nie tylko z wynikow zaobserwowanych w probie, ale takze z informacji
a priori dotyczacych rozwazanego problemu.

W podejsciu klasycznym zaktadamy, ze parametry rozktadu badanej cechy w populacji,
takie jak S$rednia, wariancja, frakcja elementéw okreslonego rodzaju w populacji sa
okreslonymi, cho¢ nieznanymi wielko$ciami. Natomiast w podejsciu bayesowskim zaktadamy,
Ze interesujgce nas parametry sa zmiennymi losowymi. Mozemy zatem na podstawie wiedzy
eksperckiej (informacji a priori) przewidywac¢ ich rozktady i na podstawie danych z proby
modyfikowac te przypuszczenia.

W podejsciu bayesowskim matematyczny zwigzek prawdopodobienstw wynikajacych
z informacji a priori i prawdopodobienstw wynikajacych z obserwacji proby opiera si¢ na
twierdzeniu Bayesa i stad jego nazwa.

Schematyczne pordwnanie podejscia klasycznego z podejsciem bayesowskim

przedstawia ponizszy rysunek:

Dane (tylko) —l'--—> Whiosek statystyczny
Informac) a a priori
;-—> Wniosek statvstyczny
Dane

W ogdlnosci podejscie bayesowskie nie musi jednak doprowadzi¢ do wnioskdw

dokfadniejszych niz podejscie klasyczne.

Jezeliinformacja a priori, ktérg dysponujemy jest doktadna, wowczas jej wykorzystanie
tacznie z informacja pochodzaca z préby prowadzi do wnioskéw doktadniejszych od wnioskow
uzyskanych w podejsciu klasycznym. Jezeli jednak informacja a priori jest niedoktadna,
korzystanie z niej i z informacji z proby moze prowadzi¢ do wnioskéw mniej doktadnych od

tych, do ktérych doszliby$Smy pomijajac informacje a priori.



Jezeli informacja a priori jest bezposrednim rezultatem wczesniejszych badan
statystycznych i nie opiera sie na czyjejS przypadkowej wiedzy o badanym problemie, to
analiza bayesowska jest w petni obiektywna. Czesto jednak informacja a priori odzwierciedla
tylko osobiste poglady osoby przeprowadzajgcej analize lub innej osoby dysponujgcej tylko
pewng przypadkowa wiedzg o badanym problemie. Wéwczas informacja a priori ma charakter
subiektywny i dlatego sama idea wykorzystania informacji a priori w analizie statystycznej jest
czesto przez niektérych atakowana.

Przypomnimy teraz znane twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym
i twierdzenie Bayesa.

Niech (Q, F, P) bedzie dowolng przestrzenig probabilistyczng.

Twierdzenie o prawdopodobienstwo catkowitym

Jezeli By, B,, ...,B, € F sg zdarzeniami losowymi wykluczajgcymi sie, dla ktérych

B;UB,U ..UB, = QorazP(B;) >0dlai =1,2,...,n, to dla kazdego zdarzenia losowego

A € F zachodzi nastepujacy wzér:

P(4) = D P(AIB) - P(B) = P(AIB) - P(By)+... +P(AIB,) - P(By)
i=1

Prawdopodobieristwa P(B;) nazywamy prawdopodobiedstwami a priori (danymi
z gory, przed doswiadczeniem).
Wz6r Bayesa (Twierdzenie Bayesa)

Niech bedg spetnione zatozenia twierdzenia o prawdopodobieristwie catkowitym.
Woéwczas dla dowolnego zdarzenia losowego A € O takiego, ze P(A) > 0, zachodzi
nastepujacy wzor:

P(A|By) - P(B;) .

P(B;|A) = (A i=1,2,..,n.

Prawdopodobieristwa P(B;|A) nazywamy prawdopodobienstwami a posteriori
(danymi po zbadaniu, po doswiadczeniu).

Zdarzenia By, By, ..., B, nazywamy przyczynami, a zdarzenie A skutkiem. Z twierdzenia
Bayesa wynika, ze mozna oblicza¢ prawdopodobienistwa a posteriori, gdy sg znane ich
prawdopodobienstwa a priori oraz warunkowe prawdopodobienstwa skutku przy danej
przyczynie.

Twierdzenie Bayesa pozwala potgczyé informacje a priori z wynikami badan prébnych,

czego wynikiem jest informacja a posteriori (po pobraniu préby).



Uogdlnimy teraz twierdzenie Bayesa na zmienne losowe dyskretne (skokowe). W tym
celu wykorzystamy warunkowe prawdopodobienstwa przyporzadkowane poszczegdlnym
elementom zbioru wszystkich mozliwych wartosci dyskretnej zmiennej losowej, ktére tworzg
funkcje wiarygodnosci.

Funkcja wiarygodnosci przyporzadkowuje warunkowe prawdopodobieristwa P(x|8)
pojawienia sie wyniku obserwacji x mozliwym wartosciom nieznanego parametru 6.

Korzystajac z funkcji wiarygodnosci i apriorycznych prawdopodobienstw P(60)
przyjecia przez parametr 6 okreslonych wartosci, otrzymujemy nastepujgcg postac
twierdzenia Bayesa:

Twierdzenie Bayesa dla dyskretnej zmiennej losowe;j

Zachodzi wzor
P(x|0) - P(8)
i P(x|6;) - P(6;)

gdzie 0 jest nieznanym parametrem populacji (przyjmujgcym wartosci 6;), ktéry ma by¢

PO|x) =

oszacowany na podstawie wynikéw obserwacji.

Oczywiscie sumowanie w mianowniku rozcigga sie na wszystkie mozliwe wartosci
interesujacego nas parametru 6; a x reprezentuje dane (wyniki obserwacji).

Poniewaz w podejsciu bayesowskim zaktadamy, ze interesujgcy nas parametr jest
zmienng losowg, to mozemy sprecyzowac posiadang informacje a priori o tym parametrze
poprzez przypisanie mu apriorycznego rozktadu prawdopodobieistwa.

Nastepnie, po otrzymaniu wynikdw obserwacji (danych), mozemy ustali¢ funkcje
wiarygodnosci, czyli funkcje okreslajgcg prawdopodobienstwo otrzymania tych danych przy
roznych wartosciach parametru, generowang przez zatozony aprioryczny rozktad
prawdopodobienstwa.

Z kolei ta informacja jest przez twierdzenie Bayesa przeksztatcona w aposterioryczne
prawdopodobienistwo interesujgcego nas parametru. To aposterioryczne
prawdopodobienstwo uwzglednia zaréwno wyniki obserwacji (dane), jak i informacje a priori.

Aposterioryczny rozktad prawdopodobieristwa moze by¢ nastepnie wykorzystany do
whnioskowania statystycznego. Z wnioskowaniem moze sie taczy¢ wyznaczanie przedziatéw
ufnosci dla parametréw, ktére w przypadku analizy bayesowskiej czesto bywajg nazywane
zbiorami wiarygodnymi (ang. credibile sets) o zatozonym z goéry prawdopodobienstwie

aposteriorycznym.



Pokazemy teraz na przykfadzie wykorzystanie twierdzenia Bayesa w przypadku, gdy
interesujgcym nas parametrem jest frakcja elementow okreslonego rodzaju w badanej
populacji.

Zatézmy, ze analityk rynku chce okredli¢ udziat pewnej firmy w rynku, czyli chce
oszacowac frakcje ludnosci mieszkajgcej na danym terenie nabywajacej produkt tej firmy,.
Niech S bedzie parametrem, ktéry ma zosta¢ oszacowany, czyli oznacza udziat firmy w rynku
w catej populacji na danym obszarze.

Na podstawie poprzednich badan nad podobnymi zagadnieniami oraz informacji o
branzy analityk sformutowat aprioryczne prawdopodobienstwa réznych udziatow firmy w
rynku, podane w ponizszej tabeli:

S P(S)
0,1 (10%) 0,05
0,2 (20%) 0,15
0,3 (30%) 0,20
0,4 (40%) 0,30
0,5 (50%) 0,20
0,6 (60%) 0,10

- 1,00

Zatem tabela ta zawiera rozktad apriorycznych prawdopodobieristw zmiennej losowej
S. Przyporzadkowuje ona réznym mozliwym warto$ciom parametru S stopnie przekonania
analityka (wyrazone jako prawdopodobienstwa), ze parametr przybierze wtasnie te wartosc.

Analityk pobiera teraz prébe ztozong z 20 oséb i stwierdza, ze 4 sposréd nich nabywa
produkt interesujgcej go firmy. Analityk chce teraz pofaczy¢ za pomocy twierdzenia Bayesa
informacje o apriorycznym rozktadzie prawdopodobienstwa udziatu firmy w rynku z wynikami
badan prébnych i dojs¢ do aposteriorycznych prawdopodobienstw udziatu w rynku.

Zauwazmy, ze przy podejsciu klasycznym, wszystko, co mozna bytoby zrobié,
sprowadzatoby sie do wykorzystania informacji o udziale firmy w rynku zaobserwowanym w
probie

st 2= 20y
o200 007

do oszacowania tego udziatu w catej populacji i ewentualnie do wyznaczenia przedziatu
ufnosci dla tego parametru lub sprawdzenia odpowiedniej hipotezy.
Korzystajgc z twierdzenia Bayesa dla dyskretnych zmiennych losowych analityk

aktualizuje swojg informacje a priori, taczac jg z wynikami obserwacji pochodzacymi z préby.



Analityk oblicza prawdopodobieistwa warunkowe P(x|S), ktére tworzg funkcje
wiarygodnosci. Obliczajac je, analityk odpowiada na nastepujace pytania:
Na ile prawdopodobne bytoby uzyskanie takiego wyniku w probie, jaki uzyskalismy (4
»Sukcesy” w ciggu 20 doswiadczen), gdyby prawdopodobieristwo sukcesu w jednym
doswiadczeniu, czyli udziat w rynku w cafej badanej populacji, byto odpowiednio réwne
0,1,0,2,0,3,04,0,5i0,6?
Do obliczenia tych prawdopodobiedstw wykorzystujemy oczywiscie rozktad
dwumianowy (n = 20, k=4, p = 0,1 (0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6 odpowiednio)).
Analityk moze juz obliczy¢ szukane prawdopodobienstwa a posteriori. Wyniki tych

obliczen zawiera ponizsza tabela:

S P(S) P(x|S) | P(S)P(x|S)| P(S|x)
0,1 0,05 0,0898 0,00449 0,06005
0,2 0,15 0,2182 0,03273 0,43785
0,3 0,20 0,1304 0,02608 0,34895
0,4 0,30 0,0350 0,01050 0,14043
0,5 0,20 0,0046 0,00092 0,01236
0,6 0,10 0,0003 0,00003 0,00036

- 1,00 - 0,07475 1,00000

Porédwnujgc wartosci w kolumnie drugiej z wartosciami w kolumnie pigtej tej tabeli,
widzimy jak zmienity sie pierwotne prawdopodobienistwa rdéznych mozliwych udziatéw
w rynku po uwzglednieniu, za pomocg wzoru Bayesa, informacji pochodzacej z préby.

Wptyw apriorycznych przekonan analityka o udziale firmy w rynku na

prawdopodobienistwa aposterioryczne przedstawia takze ponizszy rysunek:

Udziat w rynku

0,5
0,45
0,4
0,35
0,3

mP(S)
0,25

EP(S|x)
0,2
0,15

0,1

0 |
0,1



Widzimy, ze prawdopodobieristwa aposterioryczne koncentrujg sie wokét trzech
wartosci udziatu: 0,2, 0,3, i 0,4. Suma prawdopodobienstw dla tych trzech wartosci udziatéw
jest rowna 0,92723.

Te trzy sasiednie wartosci, ktorym odpowiadajg najwyisze aposterioryczne
prawdopodobienstwa, tworzg zbidér wiarygodnych wartosci szacowanego parametru S, o
aposteriorycznym prawdopodobienistwie bliskim standardowo przyjmowanemu poziomowi
ufnosci 0,95. Zatem mozemy oczekiwac z pewnoscig okofo 95%, ze udziat firmy w rynku
znajdzie sie miedzy 0,2 i 0,4. Przy podejsciu bayesowskim mozemy jednak temu wnioskowi
przypisa¢ okreslone prawdopodobienstwo aposterioryczne, ktérego obliczenie uwzglednia
zaréwno informacje a priori, jak i dane z pobranej préby.

Jedng z wiekszych zalet podejscia bayesowskiego jest mozliwos¢ przeprowadzenia
analizy w sposdb sekwencyjny. Informacje uzyskane w ciggu pewnego badania probnego
mozna wykorzysta¢ jako informacje a priori w nastepnym badaniu gdy uzyskamy nowg
informacje.

T3 nowg informacjg mogga by¢ dane uzyskane w wyniku kolejnych badan prébnych,
ktore zostang powigzane z informacjg a priori za pomocg twierdzenia Bayesa. Otrzymany stad
rozktad prawdopodobienistw aposteriorycznych znéw bedzie mdégt by¢ wykorzystany jako
rozktad prawdopodobienstw apriorycznych, gdy uzyskane zostang nowe dane, itd. Zobaczmy
sposob dziatania takiej analizy sekwencyjnej kontynuujgc nasz przyktad.

Zatézmy, ze analitykowi rynku po zakonczeniu badania pierwszej proby udato sie
zbadaé 16 dalszych oséb, wsérdd ktérych znalazto sie 3 nabywcdw interesujgcego go produktu.

T3 nowa informacje (pochodzacy z drugiej proby) analityk chce potaczy¢ z wszystkim
co wie do tej pory o udziale firmy w rynku.

Zatem ostatni rozktad aposteriorycznych prawdopodobienistw analityk potraktuje jako
aktualny rozktad prawdopodobienstw apriorycznych, w stosunku do danych uzyskanych dzieki
nowej probie.

W ponizszej tabeli widaé, jak ta informacja zostata przeksztatcona w nowy rozktad

apriorycznych prawdopodobienstw, po uwzglednieniu wyniku nowej préby.

s P(S) P(x|S) | P(S)P(x]|S) P(S|x)

0,1 0,06005 | 0,1423 | 0,0085480 | 0,049074
0,2 0,43785 | 0,2463 | 0,1078384 | 0,619103
0,3 0,34895 0,1465 0,0511193 | 0,293477
0,4 0,14043 | 0,0468 | 0,0065734 | 0,037738




0,5 0,01236 0,0085 0,0001056 = 0,000606
0,6 0,00036 0,0008 0,0000003 = 0,000002

- 1,00000 - 0,1741850 A 1,0000000

Zauwazmy, ze po pobraniu drugiej proby najwyisze aposterioryczne

prawdopodobienstwo, wynoszgce 0,619103, zostato przypisane udziatowi firmy w rynku S =
0,2.

Po kazdym dodatkowym pobraniu préby prawdopodobieristwa aposterioryczne beda
sie coraz bardziej koncentrowaly wokét wartosci udziatéw zaobserwowanych w prébie
(4/20=0,2; 3/16=0,1875; 7/36=0,1944), a wptyw apriorycznego rozktadu bedzie coraz mniej
znaczacy.

Analiza bayesowska pozwala danym ,moéwi¢ za siebie” ikorygowaé¢ nasze
aprioryczne mniemania, jesli odbiegaja one od rzeczywistosci.

W przypadku, gdy dostep do danych jest ograniczony, to analiza bayesowska
kompensuje dorazny brak danych korzystaniem z informacji wczesniejszej (uzyskanej dzieki
poprzednim préobom czy tez w inny sposéb).

Mozemy jeszcze zadac sobie pytanie: co statoby sie, gdyby analityk zdecydowat sie na
potaczenie wynikdw obu préb przed pofaczeniem ich z posiadang (wyjsciowg) informacjg a
priori?

Okazuje sie, ze po postuzeniu sie potgczong proba (o liczebnosci 20+16=36, w ktorej
liczba nabywcoéw produktu wyniosta 4+3=7) i uwzglednieniu informacji a priori rozktad
prawdopodobienstw aposteriorycznych bytby taki sam jak ostatnio. Wyniki te s3g

przedstawione w ponizszej tabeli.

3 P(S) P(x|S) P(S)P(x]S) P(S|x)
0,1 0,05 0,039319 | 0,0019659 = 0,049074
0,2 0,15 0,165343 | 0,0248014 0,619103
0,3 0,20 0,058784 | 0,0117568 | 0,293477
0,4 0,30 0,005039 | 0,0015118 | 0,037738
0,5 0,20 0,000121 | 0,0000243 | 0,000606
0,6 0,10 0,000001 | 0,0000001 | 0,000002
- 1,00 - 0,0400603 = 1,000000

Fakt ten pokazuje, ze podejscie bayesowskie trafnie uwzglednia kolejne porcje
informacji. Bez wzgledu na to, jak dana informacja zostata wigczona do modelu, rozktad
aposteriorycznych prawdopodobienstw uwzgledni cata informacje dostepng w danym

momencie.



Zauwazmy, ze w podejsciu klasycznym otrzymalibysmy (wykorzystujgc catg informacje
z proby) nastepujgce oszacowanie naszego paremetru S:
§= x 7
“n 36

Twierdzenie Bayesa mozemy takze rozszerzy¢ na przypadek ciggtych rozktaddéw

= 0,1944 = 19,44%.

prawdopodobienstwa. Wowczas wartosci S moglyby naleze¢ do catego przedziatu
(0,1). Podejscie bayesowskie wykorzystywane jest takie w wyznaczaniu naiwnego
klasyfikatora bayesowskiego w zagadnieniach klasyfikacji oraz wykorzystywane jest w

popularnych sieciach bayesowskich.



